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1 Aggregointikonsistenssin
intuitiivinen tulkinta

Véiitéskirjatutkimukseni kisittelee taloudellis-
ta aggregointia ja indeksiteoriaa. Tutkimukses-
sa esitetaan yleinen madritelma ns. aggregoin-
tikonsistenssille (consistency in aggregation) ja
tarkastellaan maaritelman toteuttavien aggre-
gointimenetelmien, erityisesti indeksikaavojen,
matemaattista rakennetta. Aggregointikonsis-
tenssi lienee kisitteend useille lukijoille tunte-
maton, joten yritetdan valaista sitd yksinkertai-
sella esimerkilla.

Tarkastellaan henkil64, joka on sairaalloi-
sen kiinnostunut laajasta omaisuudestaan.
Omaisuuteen kuuluu suuri joukko erilaisia va-
rallisuusesineitd. Omaisuuden kokonaisarvo
voidaan muodostaa varsin yksinkertaisella
aggregointimenetelmalld, nimittain laskemalla
yksittiisten esineiden arvot yhteen. Omistajan

! Kirjoitus perustuu Helsingin yliopistossa 4.11.2005 tarkas-
tettuun vditoskirjaani Consistent Aggregation Methods and
Index Number Theory. Viitistilaisuudessa vastaviittijini
toimi prof. Charles Blackorby Warwickin yliopistosta ja kus-
toksena prof. Yrjo Vartia Helsingin yliopistosta.
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sairaalloisuus ilmenee tarpeena suorittaa jatku-
vasti omaisuutta koskevia laskelmia. Joka pai-
va henkil6 luokittelee omaisuutensa eri periaat-
teen mukaan. Yhteni paivani luokitteluperus-
teena on viri, toisena paino, kolmantena han-
kinta-ajankohta. Valittuaan piivin luokittelu-
perusteen henkilo laskee kuhunkin luokkaan
kuuluvien esineiden arvon ja kokoaa ndma tau-
lukkoon.

Henkilon taulukolla havaitaan olevan seu-
raavat ominaisuudet: Ensiksikin koko omai-
suuden arvo saadaan laskemalla yhteen eri
luokkien kokonaisarvot. Kokonaisarvon laske-
miseksi ei siis tarvitse enai tietdd kuinka mon-
ta tai minka arvoisia esineitd kuhunkin luok-
kaan kuuluu, luokkien kokonaisarvot ovat ai-
noa tarpeellinen informaatio. Liszksi kokonais-
arvon laskeminen tapahtuu samalla aggregoin-
timenetelmalla kuin luokka-arvojen laskemi-
nen, siis yhteenlaskun avulla. Havaitaan my®os,
ettd edella mainittu patee, olipa paivan luokit-
teluperuste mika tahansa. Naiden yhteenlaskun



tapauksessa triviaalien ominaisuuksien yleistys
on juuri se, mita tarkoitetaan aggregointikon-
sistenssilla.

2 Aggregointikonsistenssin
madritelmd ja sitd koskeva
esityslause

Esimerkin kaltainen tilanne on eriiltd osin var-
sin yleinen taloudellisia aggregaatteja muodos-
tettaessa. Aggregaatit, esimerkiksi hintaindek-
sit, ovat itse asiassa useiden eritasoisten tun-
nuslukujen muodostamia hierarkkisia rakentei-
ta. Aggregoinnin kohteena on useita tilastoyk-
sikoitd, kuten hyodykkeita, yrityksia tai kotita-
louksia koskevia mittaustuloksia. Nama on luo-
kiteltu jollakin tarkastelun kohteen kannalta
relevantilla perusteella, kuten kayttotarkoituk-
sen, toimialan, koon tms. mukaan, ositteisiin.
Jokaiselle ositteelle lasketaan oma vilitason
aggregaattinsa kyseista ositetta koskevien mit-
taustulosten perusteella. Valitason aggregaat-
tien lisaksi lasketaan tietenkin myos kokonais-
aggregaatti kaikkien mittaustulosten perusteella.

Hyvin esimerkin tillaisesta rakenteesta tar-
joaa kuluttajahintaindeksi. Alimmalla tasolla
on muodostettu hintasuhteet yksittaisille kulu-
tushyddykkeille. Nama on jaoteltu kayttotar-
koituksen tms. mukaisiin hyodykeryhmiin, ku-
ten elintarvikkeisiin, vaatteisiin jne. Naita vali-
tasoja voi olla useita. Korkeimmalla tasolla on
kaikille kulutushyodykkeille laskettu kokonais-
indeksi. Jokainen osaindeksi lasketaan samalla
indeksikaavalla kuin kokonaisindeksi.

Kuvatun kaltainen hierarkia muistuttaa ai-
kaisempaa esimerkkid. Heraakin kysymys, to-
teuttaako aggregointimenetelmi, esimerkiksi
indeksikaava, vastaavat yhteensopivuusehdot
kuin saiturin omaisuuslaskelma. Yleisesti nima
ehdot voidaan muotoilla seuraavasti:
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1. Onko mahdollista litkkua korkeammalle
aggregointitasolle pelkdstdin juuri edelta-
vin tason informaation perusteella? Onko
esimerkiksi mahdollista laskea kokonaisku-
lutuksen hintaindeksi vain hyodykeryhmit-
taisen informaation perusteella?

2. Jos ensimmaiinen ehto toteutuu, onko siir-
tyminen ylemmaille tasolle mahdollista teh-
di kayttden samaa aggregointimenetelmasi,
esimerkiksi indeksikaavaa, kuin milld alem-
man tason aggregaatit on laskettu?

3. Toteutuvatko kaksi ensimmaistd vaatimus-
ta olipa kaytetty ositus mika tahansa? Voi-
taisiinko esimerkiksi kulutushyodykkeet
luokitella mielivaltaisella tavalla ja silti pi-
tad kaksi ensimmaista ehtoa voimassa?

Mikali jokin aggregointimenetelmi toteut-
taa nima ehdot, sitd kutsutaan aggregointikon-
sistentiksi.

Aggregointikonsistenssi on varsin tirkea
ominaisuus paitsi teoreettisesti myos esimer-
kiksi kdytannon tilastonlaadinnassa. Syita ta-
hin on useita. Ensiksikin on selvad, ettd aggre-
gointikonsistenteissa rakenteissa vallitsee sel-
kea tiedollinen ekonomia, koska kaikki kaytos-
sd olevan aineiston informaatio, joka korkeam-
man tason laskelmiin tarvitaan, sisiltyy tata
juuri edeltavin tason aggregaatteihin. Raken-
ne selkiyttdd myos eri tasojen valisten laskel-
mien suhteita. Kiusallista epiayhteensopivuut-
ta osa-aggregaattien ja kokonaisaggregaattien
tai eri luokitteluissa saatujen tulosten valilla ei
synny.

Huolimatta kisitteen intuitiivisesta selkey-
desta ja asiaan kohdistuneesta varsin laajasta
kiinnostuksesta indeksiteoreetikkojen piirissa,
yleinen mairitelma aggregointikonsistenssille
(tastedes myds lyhemmin konsistenssi) on
puuttunut. Tutkimuksessa esitetddn tallainen
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maaritelma. Lisaksi todistetaan, ettd menetel-
mi on konsistentti jos ja vain jos se voidaan
johtaa kahden mittauksen aggregoinnista re-
kursiivisesti. Toisin sanoen, menetelmi mille
tahansa aggregoitavien mittausten maaralle
palautuu kahden mittauksen aggregointiin
seuraavasti: aggregoidaan kaksi ensimmaista
mittausta, aggregoidaan sitten nain saatu tulos
kolmannen mittauksen kanssa jne. Jarjestys,
jossa tima tehdidn, ei saa vaikuttaa lopputu-
lokseen.

Tasmallisemmin voidaan sanoa, ettd konsis-
tentti menetelmi on aina esitettavissa vaihdan-
naisen ja liitainndisen bindarioperaation toistet-
tuna soveltamisena. Toisaalta tallaisen operaa-
tion toistettu soveltaminen madrittelee myos
aina konsistentin menetelman. Vaihdannaisia
ja liitdnndisid binddrioperaatioita kutsutaan
algebrassa Abelin puoliryhmioperaatioiksi.
Miki tahansa konsistentti aggregointimenetel-
ma maarittelee siis tietyn Abelin puoliryhmin
ja pdinvastoin.

Tdama esityslause formalisoi ylld esitetyn
viitteen siita, ettd aggregointikonsistenssi on
yhteenlaskun ominaisuuksien yleistys, silld yh-
teenlaskuhan on jossakin mielessa perustavan-
laatuisin kaikista Abelin puoliryhmioperaa-
tioista. Tulos on kuitenkin varsin yleinen, silla
puoliryhmit ovat yksi matematiikan peruska-
sitteistd, ja niitd esiintyy mita erilaisimmissa
matemaattisissa yhteyksissa. Reaalilukujen yh-
teen- ja kertolaskun lisdksi esimerkiksi vas-
taavat operaatiot kompleksiluvuilla ja funk-
tioilla, kuten stokastisilla prosesseilla, joukko-
jen yhdistiminen ja leikkaus, ja vaikkapa kah-
den funktion konvoluutio ovat esimerkkeja
Abelin puoliryhmioperaatioista. Aggregoinnin
kohteena voi olla lukujen lisaksi esimerkiksi
vektoreita, funktioita, joukkoja tai relaatioita.
Paitsi, etta esityslause on sindnsi kiinnostava,
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se tarjoaa hyvin voimakkaan tyokalun aggre-
gointiongelmien tutkimiseen palauttamalla
nami algebrallisiksi ongelmiksi, joihin voidaan
siis soveltaa olemassa olevaa, pitkille kehitty-
nyttd matemaattista teoriaa.

3 Sovellukset indeksiteoriaan,
kvasilineaariset indeksit

Puoliryhmaesitystd koskevaa lausetta sovelle-
taan tutkimuksessa laajalti indeksiteoriaan.
Keskeiseni tuloksena on konsistenssin palau-
tuminen ns. kvasilineaariseen rakenteeseen in-
deksikaavojen tapauksessa, mikili tietyt luon-
tevat ehdot ovat voimassa. Ajatus on yksinker-
tainen: on yleisesti tunnettua, ettad reaaliluku-
jen ja -vektorien tapauksessa saannolliset liitan-
ndiset operaatiot palautuvat yhteenlaskuun.
Tyypillinen esimerkki tdsta on positiivisten lu-
kujen kertolasku. Logaritmifunktiot palautta-
vat kertolaskun yhteenlaskuksi. Logaritmifunk-
tion ja sen kaanteisfunktion eksponenttifunk-
tion avulla saadaan kertolaskulle yhteenlas-
kuun perustuva esitys. Tutkimuksessa anne-
taan ehdot, joilla timantyyppinen esitys on ole-
massa indeksikaavoja vastaaville kolmiulottei-
sista vektoreista koostuville Abelin puoliryh-
mille. Indeksikaavoja, joilla on tdmai esitys, kut-
sutaan kvasilineaarisiksi.

Kvasilineaaristen indeksikaavojen yksinker-
taisuus mahdollistaa funktionaaliyhtdloiden
teorian soveltamisen niiden rakenteen tutkimi-
seen. Tyossa johdetaan useita erilaisia tuloksia
koskien tallaisten indeksikaavojen mahdollisia
funktiomuotoja klassisen fisherildisen indeksi-
teorian hengessa. Monet Fisherin esittamista
ns. testeistd saavat luontevan algebrallisen tul-
kinnan. Lisaksi koska kvasilineaarisen indek-
sikaavan kaikki ominaisuudet palautuvat toi-
saalta yhteenlaskun, toisaalta logaritmifunktio-



ta vastaavan isomorfismin ominaisuuksiin, riit-
taa tutkia naita. Tyypillisesti varsin komplek-
sisetkin testit redusoituvat nain yksinkertaisiin
ns. Cauchyn funktionaaliyhtdlon muunnoksiin.

Erityisen kiinnostavana voidaan pitaa tulos-
ta kvasilineaaristen indeksien ja arvomuutosten
additiivisten hajotelmien yhteydestd. My0s tis-
sd yhteydessa vertailu kertolaskun additiiviseen
esitykseen logaritmifunktion avulla on oikea
analogia.

4 Yhteys mikrotalousteoriaan

Tutkimuksen lopuksi tarkastellaan talousteori-
an ja konsistenttien indeksien valistd yhteytta.
Usein on esitetty viitteitd, ettd osaindeksien
laskemista voidaan taloustieteen nikokulmas-
ta perustella vain, jos sopivat separoituvuus-
ehdot ovat voimassa. Tdmi pitda paikkansa,
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mikali vaaditaan eksakteja tuloksia. Jos sen si-
jaan tyydytadn paikallisiin approksimaatioihin,
tutkimuksessa osoitetaan, ettd konsistenttien
indeksien osaindeksit approksimoivat talous-
teoreettisesti mielekkaitd suureita pienilld hin-
nanmuutoksilla. Lisaksi todetaan, ettd konsis-
tentit indeksit ovat approksimaatiomielessi
”yhta hyvia” kuin ns. superlatiiviset indeksit.
Ttse asiassa koko superlatiivisuuden kisittee-
seen sisiltyy ongelmia, mikd osoitetaan johta-
malla funktiomuodoiltaan hyvin erikoisia ”in-
deksikaavoja”, jotka ovat kuitenkin superlatii-
visia.

Lisiksi todetaan, ettei approksimaatiotulos-
ten voimassaolo riipu teoreettisen indeksin va-
linnasta. Seki ns. Koniis- ettd Malmquist-in-
dekseja voidaan approksimoida samoilla in-

deksikaavoilla. [J
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